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I. INTRODUCTION 
Soit E un espace vectoriel topologique sCparC reel; nous noterons par C(E) 
l’ensemble des parties convexes fermees d’interieur non vide de E. Nous 
allons introduire sur C(E) une topologie que nous noterons Fr (si T est la 
topologie de E); cette topologie est toujours plus fine que la topologie semi- 
finie inferieure de Vietoris. Dans le cas oh E = UP, ces deux topologies sont 
Cgales - cette remarque nous permettra au passage de donner un resultat sur 
l’intersection de deux multiapplications semicontinues inferieurement. 
A partir de Fr nous allons pouvoir definir une topologie sur un certain 
ensemble de fonctionnelles convexes en considerant leurs Cpigraphes. Nous 
supposerons alors que E et E’ sont des espaces vectoriels reels en dualite 
separante, munis de topologies compatibles avec la dualite, et que ce sont des 
espaces tonneles (prendre par exemple E Banach reflexif reel et son dual 
topologique E’). 
Nous noterons I’,,(E) I’ensemble des applications de E dans R, convexes 
semicontinues inferieurement et propres (i.e., ne prenant jamais la valeur 
-30 et non identiquement &gales a + CO), et f* la polaire d’un Clement f: 
f*(Y) = s-p> Y> - f(4). 
Nous noterons T,(E) l’ensemble des elements de r,,(E) tels que l’indrieur 
du domaine soit non vide. r,*(E) ceux dont I’interieur du domaine de la 
polaire est non vide, et F,(E) = r,(E) n r,*(E). La polarite est une 
bijection de r,(E) sur r,(E’). 
Nous noterons Fr la topologie sur r,(E) Ctablie a partir des Cpigraphes. Si 
nous notons T’ la topologie de E’, nous noterons F& l’image par l’operation 
polaire de la topologie Fr, , et nous considerons alors: 
sur r,(E) (&T sur rdE’)). 
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Cette construction reprend celle de J. L. Joly [l] mais avec une topologie 
qui n’est plus la topologie semifinie inferieure de Vietoris. On obtient ainsi 
deux topologies 9&-, et 9& qui s’echangent par I’operation polaire. 
L’intCrCt des topologies ainsi construites est, d’une part de faire de l’opera- 
tion de polarite un homeomorphisme, et d’autre part d’avoir des relations 
simples avec les modes de convergence usuels, a savoir la convergence simple 
et la convergence uniforme sur les parties compactes; ce qui nous permettra 
d’etablir certains resultats de convergence sur la suite des polairesf,* lorsque 
les fn convergent simplement ou uniformement sur tout faiblement compact. 
II. UNE TOPOLOCIE SUR C(E) 
(E, T) designera un espace vectoriel topologique &pare reel. Si x est un 
point de E nous notons [x] l’ensemble {C E C(E) j x E C?}. 
PROPOSITION 2.1. L’ensemble des parties de la forme [x1] n ... n [xJ, 
k > 1, constitue une base de topologie sur C(E). On note FT la topologie engen- 
d&e. 
On rappelle que la topologie semifinie inferieure de VYetoris (que nous 
noterons Yv) sur l’ensemble des parties fermees non vides de E est definie de 
la facon suivante: 
Une base de Fw est formee des parties de la forme [ ui] n [U,] ... n [U,], 
k > 1, oh Ui est un ouvert de E, et oh [U,] designe l’ensemble des 
parties fermees non vides de E telles que leur intersection avec lJi soit 
non vide. 
Nous considererons en fait la trace de cette topologie sur C(E). 
PROPOSITION 2.2. Sur C(E), FT est plus $ne que la topologie semi$nie 
inft%ieure de Vietoris. 
PROPOSITION 2.3. Si E = IP les topologies JTT et Fv sont Lgales. 
DtGnonstration. 11 suffit de montrer que tout Tr-voisinage W d’une 
partie C est un TV-voisinage. W contient un Tr-ouvert de la forme 
[x1] ... n [xJ, oh xi E c. C onsl ‘d Crons un cube ferme de centre xi , d’arete 
de longueur 1, inclus dans C; soit r, 0 < r < 4 1, tel que les boules de rayon 
r cent&es aux sommets de ce cube soient encore dans C. Alors tout convexe 
rencontrant ces boules contiendra le cube de centre xi et d’arste de longueur 
1 - 2r, done contiendra xi dans son indrieur. On refait la m&me construction 
pour chaque point xi, 1 < i < k. On obtient ainsi des boules not&es 
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B B,xzn 1 ,..‘, telles que [B,] n [B,] ... n [B,,,,] soit contenu dans 
PI1 .*. n [xk] done dans W. I 
Remarque 2.4. On verra plus loin que si E = ZR2(N): TT # TV . 
Application ri l’lntersection de Multiapplications Semicontinues Inf&ieurement 
Rappels. l&ant donnCs X, E deux espaces topologiques, nous appelons 
multi-application de X dans E toute application de X dans P(E), oti P(E) 
dksigne l’ensemble des parties de E. Selon la terminologie usuelle, Ctant 
donnC un point x0 dans X, nous dirons qu’une multi-application F est semi- 
continue infkrieurement (sci) en x0 si et seulement si pour tout ouvert 0 
coupant F(x,), il existe un voisinage de x0 dans X, tel que pour tout x dans 
ce voisinage: F(x) n 0 # @. 
Si K et F sont deux multiapplications sci en x,, , la multiapplication K n F 
(donnke par K n F(x) = K(x) n F(x) pourtout z) n’est en gCnCra1 pas sci 
en x0 (on pourra s’en convaincre par de nombreux exemples triviaux). Dans 
le cas oti les multiapplications sont a valeurs dans C(E), on obtient le rhultat 
suivant : 
TH~OR&E 2.5. Soient K et F deux multiapplications de X dans Iwn, h 
valeurs dans C([w”), sci en un m&me point x,, , et telles que K n F(x,) soit 
d’inthieur non vide; alors: K n F est sci en x,, . 
De’monstration. Remarquons tout d’abord que dire que K ou F est sci 
en x,, , c’est dire que l’application K (ou F) est continue en .r,, lorsque C(F) 
est muni de la topologie 5-r (puisque FT = TV), Soit 0 un ouvert coupant 
A 
K n F(xJ, alors 0 coupe K n F(x,J; soit 2 un point dans I’intersection; 
considkrons un pavC fermC P, = {x j 1 xi - zi j < Y, r > 0} in&s dans l’ouvert 
0 n K n F(x,). Les 2’” sommets du pa& sont des points intkrieurs g K(x,) 
et F(x,); par conskquent, il existe un voisinage U de x,, , tel que, pour tout x 
dans U, les 2” sommets soient encore points intkrieurs B K(x) et F(x). On en 
dCduit que pour tout x dans U, P, est inclus dans K(x) n F(x); done 0 
coupe K n F(x). 
On peut de man&e analogue montrer le rCsultat suivant, lkgkrement plus 
gCnCra1. 
TH~ORBME 2.6. Soient K et F deux multiapplications de X (espace topo- 
logique) dans [w”, semicontinues inft%eurement en un point x,, et convexes en tout 
point d’un voisinage CT de x,, . On suppose en outre que pour tout x dans 
U, K n F(x) est non vide et que K n F(x,) est d’inte’rieur non vide. Alors: 
K n F est sci en x0 . 
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Nous allons maintenant donner un contre-exemple au ThCoreme 2.6 dans 
le cas oti 
E = 1,&V) = (x,),,~ 1 x, E ‘LR, c xi2 < $ co/ , 
I 
muni du produit scalaire usuel. Nous noterons N = N u {+a} le com- 
pactifie d’Alexandroff de N, et es ,..., e, ,..., la base Hilbertienne canonique 
de E. Considerons les points a, = - (l/3”) e, et b, = (l/3”) e, , et les multi- 
applications K et F donnees par: 
K(n) = 1 x E E [ (x - a,) . e, 2 &IIX-~~I~/ et K(+a)=E, 
F(n) = ]x E E 1 (x - b,) * -e, 3 F(+m) = E. 
On verifie bien que K et F sont a valeurs dans C(E) et qu’elles sont sci en 
+ CD. K n F(+ co) = E est d’interieur non vide. Mais K n F n’est pas sci 
en + co, puisque pour tout n, K(n) n F(n) est contenu dans la boule fermee 
de centre 0 et de rayon I. On deduit de cet exemple que sur ZR2(N): Fr f YV . 
III. TOPOLOGIES SUR DES ESPACES DE FONCTIONNELLES CONVEXES 
1. L’espace T,(E) 
Nous considererons deux espaces vectoriels reels E et E’ en dualite sepa- 
rante et munis de topologies d’espaces vectoriels topologiques localement 
convexes T et T’ compatibles avec la dualitit. Si f est une application de E 
dans R nous appellerons domaine effectif (ou domaine) de f l’ensemble 
dam(f) = {x E E If(x) < +a}. 
Nous avons deja defini les espaces T,(E), I’,*(E) et T,(E); il est alors imme- 
diat que l’operation polaire est une bijection de I’,(E) sur I’,(E’). 
Etude de l’Int&ieur de l’&pigraphe d’un I%+nent de I’,(E) 
Si f est une application de E dans W on appelle Cpigraphe de f l’ensemble 
&pi(f) = {(x, u) E E x R 1 f(x) < u]. 
Soit f dans T,(E); alors on a: 
epi( f) C {(x, a) 1 x E ii&$), f (x) < a}. + 
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Dans le cas oh (E, 2’) est tonnelk, on va montrer que: 
ee) = {(x, a) I x E *f), f(x) < 4 
et pour cela utiliser le rhultat suivant (Moreau [4]): 
PROPOSITION 3.1. Soit X un espace vectoriel topologique localement convexe 
sipare’, tonnelk, et f un t%!ment de r(E)l. Alors f est continue en tout point 
intkrieur de dom( f ). 
On dCduit immkdiatement de la Proposition 3.1: 
PROPOSITION 3.2. Soit (E, T) un espace tonnele’ et f un t%ment de r,(E). 
On a l’kgalite’ suivante: 
6pl( f) = {(x, a) E E x R / x E a), f(x) < a}. 
G-- 
Continuite’ et inf-Compacite’ 
Soient E et E’ deux espaces vectoriels topologiques en dualit sCparante, 
munis de topologies compatibles T et T’. Nous noterons a(E, E’) la topologie 
faible sur E, T(E, E’) la topologie de Mackey sur E et u(E’, E), 7(E’, E) les 
topologies analogues sur E’. 
Pour tout sous-ensemble C de E, on notera F-int(C)2 l’inthieur de C 
pour une topologie F sur E. 
Soit f un ClCment de RE et y un ClCment de E’. Soit Y une topologie compa- 




Rappelons une propriCtC des espaces tonne&.: 
PROPOSITION 3.3. Soit E un espace vectoriel topologique &pare’ localement 
convexe sur R ou C, E’ son dual. Si E est tonne& alors il est muni de la topologie 
T(E, E’). 
1 r(E) dtsigne l’ensemble des enveloppes supkieures de families de formes affines 
continues sur E. 
’ Si C est une partie d’un espace topologique E, on notera indiffkremment c ou 
int(C) son inttrieur; lorsqu’on voudra prkiser qu’il s’agit de l’intkrieur pour une 
topologie .7, on le notera Y-int(C). 
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Citons le theoreme suivant (Moreau [4]): 
THBORBME 3.4. Soient E et E’ deux espaces vectoriels topologiques locale- 
ment convexes en dualite separante, et f un element de I’,,(E). Les deux proposi- 
tions suivantes sont equivalentes: 
(i) f est jkie et r(E, E’)-continue au point x0 de E, 
(ii) f * est a(E’, E)-inf-compacte pour la pente x0 de E. 
COROLLAIRE 3.5. Les hypotheses sont celles du theoreme precedent. Si f 
est a(E, E’)-inf-compacte pour au moins unepente, alors: r-int(dom( .f *)) # 0. 
Pour avoir une equivalence, donnons la proposition immediate suivante: 
PROPOSITION 3.6. Dans les hypotheses du theorkme ci-dessus, si (E‘, T’) est 
tonne@, alors pour tout .&ment f de I,(E), 1 ‘ensemble des pentes de faible-inf- 
compacite’ de f est T-int(dom( f *)) = int(dom( f *)). 
D’oh la caracterisation suivante: 
I,,(E) = {f E r,(E) ] f est u-inf-compacte pour au moins une pente}. 
Nous Allons Maintenant Examiner Quelles Fonctionnelles Indicatrices se 
Trouvent darts r,(E), I,*(E), I,(E). 
Rappels. Si C est une partie de E, nous noterons X, la fonctionnelle 
indicatrice de C, c’est Q dire l’application don&e par: 
X,(x) = 0 si d E C, Xc(x)=+cc si r$!C. 
Si A est une partie de E nous appelons polaire de A, notee /IO, l’ensemble 
{y E E’ j (x, y) < 1, Vx E A). A0 est alors une partie de E’ convex fermee 
contenant 0. 
Nous appellerons fonction d’appui de A la fonctionnelle X,*: 
x,4*(Y) = y$x, Y> 
On a alors immediatement: 
A0 = {y E E’ 1 X,*(y) < I>. 
Nous appellerons cone barriere de A (note Ab) le domaine effectif de XA*; 
c’est aussi le cone engendre par A”. 
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11 est maintenant immediat que: 
F,(E) contient les fonctionnelles indicatrices des convexes fermes 
d’interieur non vide. 
T,*(E) contient les fonctionnelles indicatrices des convexes fermes non 
vides dont le cone barriere est d’interieur nonvide. 
T,(E) contient les fonctionnelles indicatrices des convexes fermes 
d’interieur non vide dont le cone barriere est d’interieur non vide. 
Remarque 3.7. Supposons que (E’, T’) soit un espace de Baire, et soit 
A une partie de E; alors A, est d’interieur non vide si et seulement si A0 est 
d’interieur non vide. 
Cela decoule en effet du lemme suivant: 
LEMME 3.9. Soit E un espace vectoriel topologique heel qui soit un espace 
de Baire, C un convexe fermi contenant 0. Notons c le cdne engendre’ par C; 
alors C est d’intbieur non vide si et seulement si 6 est d’intkrieur non vide. 
D.kmonstration. 11 suffit de montrer que si C est d’interieur non vide, C 
est d’interieur non vide. 
On a C = IJa>O aC; tout Clement de C est done de la forme ax ou x appar- 
tient a C et a est un reel strictement positif. 11 existe alors un entier n stricte- 
ment positif tel que a/n < 1; done ax = n(a/n) x appartient a nC. On a 
done C = &,O nC. Si C Ctait d’interieur vide, C serait un ensemble maigre 
(ou de premiere categoric); done le complementaire de C dans E serait partout 
dense dans E; ce qui est impossible puisque C est d’interieur non vide. 
2. Inf-Convolution et Somme d’I&ments de r,(E) 
Dans ce paragraphe nous allons indiquer brikement des resultats decou- 
lant directement des proprietes usuelles de l’inf-convolution,3 que l’on 
trouvera par exemple dans Moreau [4] ou Laurent [2]. 
Nous supposerons dorenavant que (E, T) et (E’, T’) sont tonneles. Done 
T = 7(E, E’) et T’ = 7(E’, E). 
PROPOSITION 3.9. Si f et g sont deux Gments de r,(E) et si: 
A A 
domf * n domg* # o 
AlorsfOg appartient 2 I’,(E) et l’inf-convolution est exacte.4 
3 Si f et g sent deux applications de E dans R on appelle inf-convolution de f et g, 
notte f 7 g, la fonctionnelle: 
f 7 g(x) = inf71+z2=z ( f (4 + g(4). 
4 On dit quef 7 g est exacte si et seulement si pour tout x la borne infkrieure est 
atteinte. 
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PROPOSITION 3.10. Si f et g sont deux &nents de r,(E) et si: 
A 
domfn dkg # o 
Alors f + g appartient h l-‘,(E) et (f + g)* = f *Vg*. 
3. La Topologie Fr SW r,(E) 
DEFINITION DE Y=. C(E x [w) dksignera l’ensemble des convexes fermCs 
d’intkrieur non vide de E x Iw, muni de la topologie que nous avons dCfinie A 
la Proposition 2.1. 
L’application Cpi: f ++ Cpi( f) de r,(E) dans C(E x [w) est une injection. 
Nous noterons FT la topologie sur r,(E) obtenue comme image rhiproque 
par l’application Cpi de la topologie de C(E x R). 
Si nous notons X l’injection naturelle de C(E) dans r,(E) qui g tout ClCment 
C fait correspondre sa fonctionnelle indicatrice X, , on vkrifie immkdiatement 
que la topologie de C(E) est l’image rkiproque par X de la topologie & 
sur r,(E). 
C(E) -2 F,(E) 7L C(E x W) 
Description de & SW r,(E). Si (x, a) appartient h E x R, on note: 
[x, al = if E r,(E) I xE&)etf(x) <aI 
Les ensembles de la forme [x1 , 1 a ] n ... n [Sk , a,], k > 1, constituent une 
base de la topologie & . 
PropritWs de skparation. Rappelons qu’un espace topologique X est dit: 
TO, si pour tous x, y distincts dans X, il existe un voisinage de l’un qui 
ne contient pas l’autre; 
T1 , si pour tous x, y distincts dans X, il existe un voisinage de x qui ne 
contient pas y; 
T, , si pour tous x, y distincts dans X, il existe un voisinage de x et un 
voisinage de y qui ne se coupent pas. 
PROPOSITION 3.11. La topologie 7= sur r,(E) n’est en ght!ral ni T, ni mhne 
TI , mais est toujours TO . 
Dimonstration. 11 suffit de vkrifier que YT est T, sur C(E), pour un espace 
vectoriel topologique &park rCe1 quelconque E. 
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Prenons C, et C, distincts dans C(E); si C, C C, , il existe un point x dans 
c 2 qui n’appartient pas Zi C, , 
0 
sinon l’adhkrence de C, serait incluse dans 
Cl; comme c, est non vide: zz = C,; on aurait done C, = C, . 11 suffit 
maintenant de considkrer l’ouvert [xl, c’est un voisinage de C, qui ne con- 
tient pas C, . 
Examinons maintenant le cas oti C, $ C, , c’est a dire: C C, n C, f 0. 
Comme C C, est ouvert et que Z1 = C, , on a C C, n Q, # 0 ; soit x un 
point de cet ensemble; [x] est un voisinage de C, qui ne contient pas C, . 
Montrons que si E # {0}, Y= n’est pas T,: il suffit en effet de prendre C, 
et C, distincts, C, inclus dans C,; alors tout voisinage de C, contient C, . 
Convergence des familles j&-antes5 pour & 
PROPOSITION 3.12. Soit ( fi)ieIF une famille filtrante sur r,(E) et f un 
e’lkment de r,(E). Alors: 
1 
(i) Vx E d*): lim sup fi(x) <f(x) 
fi converge vers f pour Jr= t> et 
(ii) Vx E d*), 3F E F, Vi E F: x E d*) 
Dt!monstration. VCrification immkdiate. 
Dans le cas oh (E, T) est un espace de Baire et oh la famille filtrante con- 
sidCrCe est une suite, on aboutit g une simplification t&s inGressante de la 
proposition prCcCdente. 
PROPOSITION 3.13. Soit fn une suite de I’,(E), oti E est un espace de Baire; 
et f un t%hmt de r,(E). Alors: 
A 
fn converge vers f pour rT + Vx E dom( f ): lim sup fn(.x) < f(x). 
De’monstration de la proposition 3.13. 11 suffit de montrer que: 
(Vx E d*): lim sup fn(x) < f(x)) 
G- (Vx E d*), 3n,, Vn > n,: x E da)). 
ConsidCrons F, = supn>p fn; F, est sci, convexe et la suite F, est dkrois- 
Sante. La suite des convexes fermCs Cpi(F,) est croissante pour l’inclusion. 
5 Nous appelons famille filtrante sur un espace topologique X, toute application f 
d’un ensemble I, muni d’un filtre 9, dans X; nous la noterons: (f&e,9 , ou plus 
brikvement f, . Nous dirons que f, converge vers f si et seulement si la base de filtre 
f(F) converge vers f. 
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Nous allons d’abord montrer que u Cpi(F,) est d’interieur non vide. En 
effet, si nous notons f’ = inf, F, , nous avons: 
A 
Cpt( f) C Cpi’( f ‘) C u Cpi(F,) 
P 
Oh Cpi’ designe l’epigraphe strict. 
Or puisque (E, T) est de Baire (done tonnele) on a: 
e&) = {(x, u) 1 x E d*) etf(x) < a) + G 
Kous allons maintenant demontrer un lemme: 
LEMME. Si E est un espace vectoriel topologique localement convexe s&are’, 
de Baire, et C, une suite croissante de convexes fermh de E telle que: 
alors & partir d’un certain rang les C, sont d’intkieur non aide et: 
Dimonstration du lemme. Puisque E est un espace de Baire, si tous les C, 
Ctaient d’interieur vide, LJ C, serait d’interieur vide; done, comme la suite 
est croissante, les C, sont tous d’interieur non vide a partir d’un certain 
rang. 
Montrons que: 
On a trivialement: 
Montrons l’inclusion inverse. Supposons qu’il existe un point x dans “*a 
et non dans u ?n . Comme u C< est un convexe ouvert non vide, d’apres 
le theoreme de Hahn-Banach, il existe une forme lineaire continue non 
nulle sur E et un reel a, tels que: 
l(x) > a et Z(y) < a pour tout y dans U & . 
Appelons A le demi espace ouvert (I > a); alors A rencontre &a) 
puisque I est ouverte. Done A rencontre tous les C, pour n assez grand; 
CONVERGENCE DE FONCTIONNELLES CONVEXES 543 
comme au dela d’un certain rang les C, sent d’indrieur non vide, A ren- 
contrera tous les C?‘, pour n assez grand; done aussi leur reunion. Ce qui 
contredit l’hypothbe. 
Nous pouvons maintenant conclure la demonstration de la proposition. 
Prenons x dans de) et un reel a, a > f(x); alors (x, a) appartient a &); 
or comme nous I’avons vu: 
A A A 
epi(f) C u Cpi(F,) = u epi(F,). 
1, P 
Done il existe un entier n, tel que pour tout p > n, , (x, u) appartienne a 
A A 
Cpr(F,); done x0 E dom(F,). 
A 
En particulier x appartient a dom(F,J, done il existc un voisinage 
ouvert V de X, tel que V soit inclus dans d*%J; orFnO = supn>no fn , 
d’oh: 
Vn 3 no , b E v:fn(y) G&(Y) < + a, 
d’oh : 
Q’n 3 no: x E d+n). 
Remavque 3.14. Si E = W, la Proposition 3.13 est encore vraie pour 
des families filtrantes et plus settlement pour des suites; la demonstration 
est facile dans ce cas particulier. 
4. La Topologie Jr&-, SW r,(E) 
La topologie F$ 
On a vue que l’operation polaire Ctait une bijection de r,(E) sur T,(E’). 
Nous noterons F$ la topologie sur r,(E) image de Fr, par l’operation polaire; 
cette topologie est done To . 
On obtient une base de la topologie Sg, en consider-ant les parties de la 
forme: 
oti yi est un Clement de E’, bi un reel et [yi , bi] * designe l’image par polarite 
de [Y% , &I. 
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Decrivons [y, b] *: 
On voit facilement que: 
[YY 4* = /fE r1w 1 
fu-inf-compacte pour la pente y et 
3E > 0: f(x) 3 (x, y) - b + c(Vx) 1 
Sur I’,(E) on considerera la topologie Frr, = sup(Fr ,9$). De m&me 
sur T,(F): 
y I 
TT- - sup( FT, , Y;*). 
Par construction, la polarite est un homeomorphisme de T,(E) muni de FTT, 
sur T,(E) muni de YTtT . 
Skparation de la topologie TTTf 
Kous allons montrer que la topologie FTT, sur T,(E) est &par&e. Pour 
cela, nous aurons besoin du lemme suivant: 
LEMME 3.15. Soit f un &ment de P,*(E); on a alors: 
A 
f = sup{1 / 1 <f, lforme afine continue B pente dans dom( f *)>. 
Dkmonstration. On sait que f = f **, done pour tout x et pour tout 
k <f(x), il existe [ E E’ tel que: 
(8, x> - f *co > k 
done 6 E dom( f *). On sait qu’il existe 6, dans @). Alors, [&, , [[ est 
A 
inclus dans dom( f *); et la restriction de f* a [[, , [] &ant convexe, sci, 
partout finie, est continue. Done, lorsque 6’ E [(a , [[ tend vers t, f*(p) tend 
vers f *([), et par suite il existe 5’ E [t, , [[ tel que: 
<5’, x> -f*(f) > k. 
On en deduit immediatement la proposition suivante: 
PROPOSITION 3.16. l&ant don& deux e’kments distincts de r,(E), il existe 
dew voisinages de la forme [x, a] et [y, b] * qui les &parent. 
Citons ici une consequence facile du Lemme 3.15 qui nous sera utile par la 
suite: 
PROPOSITION 3.17. Soit fi une famille j&ante d’&ments de T,*(E) et f 
un &mat de r,*(E). Alors: 
fi converge Fers f pour FF, 3 Vx: lim inf fj(x) > f (x). 
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5. Comparaison de la Topologie 9&r avec la Trace SW 
I’,(E) de la Topologie de Mosco- Jol$ 
On rapelle que les espaces (E, 7’) et (E’, T’) sont supposCs tonneles. On 
verifie facilement que la topologie de Mosco-Joly s’obtient comme suit: 
on prend d’abord l’image reciproque par l’application Cpigraphe de la topo- 
logie semifinie inferieure de Vietoris sur l’ensemble des convexes fermes 
non vides de E x R; on a ainsi une topologie sur r,,(E), done l’analogue sur 
r&E’). Puis on transporte cette derniere par la bijection de polarite sur 
r,,(E), et on prend le sup des deux topologies. La construction de la topologie 
%T’ est calquee sur ce procede. 
Comme la topologie Fr est plus fine sur C(E x R) que la topologie semi- 
finie inferieure de ViCtoris, on voit que: 
La topologie 9$ est plus fine que la trace sur r,(E) de la topologie de 
Mosco- Joly. 
Dans le cas particulier oti E = KY”, on a Cgalite. En effet: 
On sait que sur C(lF), FT est &gale a la topologie semifinie inferieure de 
ViCtoris. Done sur T,(W), Tr est Cgale a la topologie image reciproque de la 
topologie semi-finie inferieure de ViCtoris. De m&me pour YT, . D’oh: 
9&e est &gale a la topologie de Mosco-Joly sur T,(W). 
IV. COMPARAISON AVEC D’AUTRES DIODES DE CONVERGENCE 
Dans cette partie nous supposerons que E est un espace de Banach reflexif 
reel et E’ son dual topologique muni de la norme duale usuelle. 
1. Structure Uniforme et Topologie de la Convergence Uniforme SW les 
Parties Faiblement Compactes 
Nous munirons R de sa structure uniforme canonique d’espace compact, 
notee %. Un systeme fondamental d’entourages de %! est don& par: 
f > 0, A > 0: V(E, A) 
1 1 (x > A et y > A) ou (X < --A et y < -A) = (32,y)ER x rw ou (-A <y <A et 1 x -y 1 <c) ou (--A<x,<AetIx-y\ <e) i 
6 Nous dksignons par topologie de Mosco-Joly la topologie .Y& de Joly SLIT r,(E). 
(Voir Joly Cl]). On n’a pas besoin de l’hypothk: (E, T) et (E’, T’) tonnelks, pour la 
construire. 
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Nous notons ~2~ la structure uniforme sur T,(E) de la convergence uniforme 
sur les parties faiblement compactes de E, et Fc la topologie associte a eG. 
Un systeme fondamental d’entourages de @c est don& par: 
V E %, Ku-compact de E: 
v( V> K) = U g) E r, x r, I (f@)> g(4) E V (vx E K)). 
Le but de ce paragraphe est la demonstration du theoreme suivant: 
THI?OR&ME 4.1. SW r,(E) on a: rC > .TrT, . 
Dkmonstration. Nous allons demontrer que si une famille filtrante fi 
converge uniformement sur tout a-compact vers un Clement f dans T,(E), 
alorsfi converge vers f pour la topologie &.r~ . Or: 
/ 
fi-f pour Fr 
fj-f pour F&e et 
fi+-f pour F,--T,. 
D’oti la decomposition en deux propositions: 
PROPOSITION 4.2. Si fi converge vers f uniformt!ment SUY tout o-compact, 
alors: fi converge vers f pour JTT . 
Dbmonstration de la Proposition 4.2. On verifie que pour tout x dans 
0 
dom( f’), il existe F dans le filtre .F-, tel que pour tout i dans F: x appartient a 
A 
dom(fi). En effet: considerons une boule fermee de centre x et de rayon 
strictement positif, B, qui soit contenue dans d*). Comme B est faible- 
ment compacte, les fi convergent uniformement vers f sur B. Comme f est 
continue au point x on peut aussi choisir B telle que j f 1 soit majoree par une 
constante M sur B. Prenons maintenant un entourage V(E, A) de @ tel que: 
A>M+ E; il existe F tel que pour tout i dans F et pour tout y dans B on 
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ait: (f(y),fi(y)) E V(E, A), c’est a dire If(y) -fi(y)l < 6. On en conclut 
A 
que x E dom(fJ pour tout i dans F. On deduit immediatement de la Proposi- 
tion 3.12 que fi converge vers f pour Fr . I 
Remarque SW la Proposition 4.2. La proposition n’est plus vraie si l’on 
remplace la convergence uniforme sur les faiblement compacts par la con- 
vergence simple. Cependant le resultat demeure dans le cas oh la famille 
filtrante consideree est une suite; c’est une consequence directe de la Proposi- 
tion 3.13. 
PROPOSITION 4.3. Si fi converge vers f uniforme’ment SW tout u-compact, 
alors: fi converge vers f pour TgJ . 
Dkmonstration de la Proposition 4.3. Nous nous servirons du lemme 
important suivant: 
LEMME 4.4. Si fi converge uniformkment SW tout a-compact vers f qui est 
o-id-compacte (i.e., a-inf-compacte pour la pente 0), alors: 
(i) 3F E 9, Vi E F: fi est o-inf-compacte 
(ii) Si-b=inff,V~>0,3FE.9,ViEF:fi>-b---. 
Dimonstration du Lemme. Moyennant une translation dans E x iw, on 
peut toujours supposer que f(0) = 0 = inff. Considerons 
Kr est un convexe faiblement compact contenant 0; c’est done un borne 
pour la topologie de la norme. Kr est done inclus dans une boule fermee 
de centre 0 et de rayon strictement positif, soit B(O, Y). Prenons une boule 
fermee B(O, p) avec p > Y. Considerons un entourage de R de la forme 
V(C, A) avec: 
O<E<$ et A>l-6. 
Alors: 
3F E %, Vi EF, Vx E B(0, p): ( fi(x),f(x)) E V(c, A). 
Nous allons minorer les fi en dehors de B(O, p): 
Si x 6 B(0, p), soit X = (p/II x 11) x, ZEB(O,p) et X$K, car /IX\1 =p >r. 
Considerons les fi pour i dans F, et appliquons leur 1’inCgalitC de convexite. 
On a: 
5 = (P/II x II) x + (1 - Pill x II) 0, 0 <P/II x II < 1. 
D’oh 
fitx> G (l - P/II x li).fi(“) + (P/II x ll).fi(x)- 
409/45/3-z 
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On en tire: 
h(x) 2 (II x II/P) (./x4 -f,(O)) + f,(O). 
Comme (fa(0), 0) E V(V(E, A), on a: -f,(O) > -6 
D’oii: 
f&4 3 (II x II/P) (W) - 4 - E* 
Or f(x) > 1 et (f,(%),f(~)) E V(E, A), done fi(X) 2 1 - E. 
Par conshquent : 
Vi E F, ‘v’x $ B(0, p):fd(x) 2 (II x II/p) (1 - 2~) - E. 
On en dCduit que pour tout i dans F, fi est a-inf-compacte. En effet, pour 
tout r&e1 a: 
{x If&) < a} CB(O, p) u lx I (II x I!lP) (1 - 2E) - E G 4 
qui est faiblement compact. 
On a done dCmontrC (i). 
Pour (ii), si nous prenons en outre E < 7, on a alors, comme en (i): 
et: 
ViEF, Vx $ B(0, p):fi(x) > (1; x II/p) (1 - 2~) - E 
Vi E F, Vx E B(O, p): (fi(x), f(x)) E b’(e, A). 
Ce qui entrainefJx) > -7 pour tout i dans F et pour tout x dans E. 1 
Nous pouvons maintenant dkmontrer la Proposition 4.3: Si f est o-inf- 
compacte pour la pente y, etfi pour la pente yi , considkrons les fonctionnelles 
g et gi donrkes par: 
g(x) =fW - <“TY)7 giw = fib9 - (x3 Y>. 
Alors, g, gi sont des ClCments de T,(E) et gi converge vers g uniformement sur 
tout faiblement compact de E. Pour montrer que fi converge vers f pour la 
topologie F$, , il suffit de montrer que: 
‘d[YY w* tel que f E [Y, bl*, 3FE9,ViEF:fiE [y, b]*. 
Rappelons que: 
fu-inf-compacte pour la pente y 
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En fait on va montrer: 
et 
Vc’, 0 < E’ < f, 3F E 9, Vi E F: f,a-inf-compacte pour la pente y 
Vx E E: fi(x) > (x, y) - b + E’. 
11 suffit pour cela d’appliquer le Lemme 4.4 aux fonctionnelles g, gi . 1 
Fin de la dbmonstration du ThCorkme 4.1. 
COROLLAIRE 4.5. Si une suite fn converge uniformkment SW tout borne’ vers 
f dans r,(E), alors pour tout x dans da): f,,*(x) converges vers f *(x). Si 
de plus on suppose que f est o-inf-compacte, alors: 
in: fn(x) converges vers &$f(x). 
Dhmonstrahon. 11 dkoule du ThCorkme 4.1 que fn converge vers f pour 
la topologie Y$; done fn* converge vers f * pour la topologie 9-r~~ , et 
d’aprks les Propositions 3.12 et 3.17 on a: 
Vx E d&$): lim inf fn(x) > f(x) et lim sup fAx) < f(x). 
D’oh le rksultat. Si f est a-inf-compacte, alors 0 appartient g d&$+$ 
done fn*(0) converge versf*(O). Or: fn*(0) = -inff, etf*(O) = -inff. 1 
Remarque 4.6. 11 dkcoule d’un contre-exemple que nous donnerons plus 
loin que l’on a pas 5rr, > YG sur I’,(E). 
2. Structure Umforme et Topologie de la Convergence Simple 
Nous noterons @s la structure uniforme de la convergence simple sur 
r,(E) et TV la topologie associke. 
Un systkme fondamental d’entourages de 02~ est don& par: 
V E q?, P partie finie de E: 
V(V, P) = i(f,g) ET1 x r, I (f(x),&)) E v, VXEP). 
Nous allons maintenant comparer les topologies .z et YTTj 
Nous allons exhiber un exemple montrant que I’on n’a pas Ys > 9& sur 
r,(E). 
EXEMPLE. ConsidCrons ZR2(N) muni de la norme usuelle; et considkrons 
les fonctions: 
(“4 = II x II2 et fn(x) = 2 (xi)$ + & II x I/ . 
0 
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f est convexe, continue, et on vkrifie facilement qu’elle est faiblement-inf- 
compacte pour toute pente. Les fonctions fn sont convexes, continues, et 
faiblement-inf-compactes. Les fonctionsf, convergent ponctuellement vers f. 
Nous allons montrer que les fonctions fTh ne convergent pas vers f pour la 
topologie F$ . 
ConsidCrons le point z donnC par: x0 = 1, z, = ( I/~(Tz + 1))112 pour 
n 2 1. Alors: 
f zy2 = &. 
p=n+1 
Comme f(x) 3 2(x, x) - /[ z II2 - E + E pour tout E > 0, on a: 
VJE > 0: f E [22, /I z /i2 + cl*. 
On veut montrer que: 
(pour cela il nous suffira de montrer que: 
3x” tel que: fn(xn) < 2(xn, z) - I/ z II2 - c). 
Pour tout n et tout h > 0 considkrons le point xnsA don& par: 
$3” = 0 pour i = O,..., n, 
x's" = xzi pour i>n+l. 
Nous allons montrer que: 
c’est h dire: 
Soit: 
II x II2 + E < J.i [ & - 
1 
(n + 1) (?z + 1)1’2 I 
il suffit de prendre II = n, et h > 0 assez grand. 
11 s’ensuit que fn ne converge pas vers f pour 9& . 
Nous verrons plus loin que sur F,(W) on n’a pas F&c > Fs . 
Mais si nous considkrons les fonctionnelles de T’,(E) g valeurs dans R 
(nous noterons cet ensemble T,,,(E)), alors sur T,,,(E): 9&-, 2 y?. Ce 
rksultat est une conskquence immkdiate des Propositions 3.12 et 3.17. 
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Recapitulons les resultats obtenus dans le cas d’un espace de Banach 
reflexif reel E. 
3. Etude du Cas Particulier E = (w” 
Le but de ce paragraphe est de demontrer le theoreme suivant: 
THI?OR&ME 4.7. Soit fn une suite d’elements de P,(W) convergeant ponctuel- 
lement vers un element f, alors: fn converge vers f pour F&t . 
De ce theorcme on deduit les corollaires suivants: 
COROLLAIRE 4.8. Avec les hypotheses du theorirne: 
0 
- 
b’x E dom( f *): fn*(x) converge vers f *(x). 
COROLLAIRE 4.9. Avec les m&mes hypotheses, et si de plus f est inf-compacte, 
alors: inf,,, fn(x) converge vers inf,,, f (x). 
Le reste de ce paragraphe va &tre consacre a la demonstration du Theoreme 
4.7. 11 suffit de verifier que fn converge vers f pour les topologies Zr et S$ . 
D’apres la Proposition 3.13, il est immediat que fn converge vers f pour FT . 
11 reste done a demontrer que fn converge vers f pour Y&; cette demonstra- 
tion va se faire en plusiers &apes. 
Demontrons d’abord une proposition: 
PROPOSITION 4.10. Si une suite fn converge ponctuellement vers f dans 
P&Q”) alors: 
(i) Vx E da), 3n, , Vn > n,: x E d*) 
A 
(ii) fn converge vers f uniformement SW tout compact inclus dans dom( f). 
Demonstration. 
(i) se deduit trivialement de la Proposition 3.13. 
(ii) considerons un compact K inclus dans da). Pour tout point 12 
de K, on considere un voisinage Ck de k qui est un pave ouvert: 
CI,=(x~Rn~~ki--xxi\ <r,r>O,l <i<n} 
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et tel que: 
c, c Ck’ c c,, c da), 
Oh 
C,’ = (x 1 1 ki - xi 1 < r’> avec 0 < r < rl. 
Les C, constituent un recouvrement ouvert de K; on peut done en extraire 
--i- un sous recouvrement fini: C,, , i = I ,..., p. Sur les Cki les fn sont toutes 
finies au deli d’un certain rang, puisque pour n assez grand les sommets des 
A 
Cgi sont dans dom(f,J. Done pour n assez grand, f,, , f sont finies et convexes 
sur chaque C&; d’aprks un thkortme de convergence:’ lesf, convergent vers 
funiformkment sur tout compact de CLi . Doncf, converge versfuniformk- 
ment sur chaque Cki. D’oh fn converge vers f uniformkment sur K. 
Remarque 4.11. On peut trouver une suitef, qui converge ponctuellement 
vers f dans T,(W) saris que la convergence soit uniforme sur tout compact. 
EXEMPLE. Sur T,(lR) prenons: 
f = -&A 
fn(x) = 8(x - 1) 
1 
si -l,<X<$l 
si x > +1 
-n(x+l) si x < -1. 
PROPOSITION 4.12. Soit fn une suite convergeant ponctuellement vers f dans 
F,(W); et supposons en outre que f est inf-compacte et que f (0) = 0 = inf f. 
Alors: 
(i) 3n,, Vn 3 no: fn est inf-compacte. 
(ii) VT > 0, 3n, , Vn 3 nl: fn 3 - 7. 
Dkmonstration. Remarquons qu’on ne peut affirmer que 0 appartient d 
d*). Dans le cas oti 0 appartient a d*), on peut donner une dCmon- 
stration plus simple que celle qui va suivre. 
A 
(i) Prenons z dans dom( f) et notons B(z, r) une boule fermCe de 
centre z et de rayon r (r > 0), incluse dans ef ). Soit 
M = sup{ f (x) / x E B}, 
7 Rockafellar [5, p. 90, Th&or&me 10.81: Si C est un convexe relativement ouvert 
de [w”, et fi une suite de fonctions convexes de C dans ij2 qui converge ponctuellement 
sur une partie partout dense C’ de C (i.e., pour tout x dans C’,ft(x) a une limite finie 
dans R), alors pour tout x dans C,f,(x) converge dans [w, la fonction limite f est 
convexe et ,fn converge vers f uniformbment sur tout compact inclus dans C. 
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M est reel, puisque f est continue sur 
A 
dom(f )* D’aprb la Proposition 4.10: 
Prenons un reel A, A > 0 et A > M + 6. Comme f est inf-compacte, I’en- 
semble KA = {X 1 f(x) < A} est compact, done inclus dans une boule 
ouverte B(z, p) oh on peut toujours supposer p > r. Considerons la sphere 
S(.a, p’), avec p’ > p; prenons un point a sur la sphere S(Z, p); on a f (u) > A. 
Done pour n assez grand (n 2 n,), les fn verifieront: fn < M + E sur B(z, r) 
et fn(u) > A. 
Soit I,, la forme affine Cgale 5 A en a, et a M + E sur le sous-espace ortho- 
gonal a a - z passant par z (notons le V,); notons C, le symetrique par 
rapport a a du cone ferme de sommet a s’appuyant sur V, n B(z, Y). Alors, 
d’apres la convexite des fn , pour n 3 n, , nous aurons fn > 1, sur C, . 
Lorsque a parcourt S(Z, p), les C, n S(z, p’) constituent un recouvrement 
ouvert du compact S(Z, p’). On en extrait un sous-recouvrement fini, pour 
a = a, )..., up . On montre alors que pour n 3 sup{na, / i = I,..., p} et pour 
1; x - z 11 3 p’, on a. 
f?&(x) 2 sup G,(x). r=l,...,fJ 
Ceci, &ant don& qu’on peut toujours rajouter des points ai , permet de 
conclure a I’inf-compacid des fn pour n assez grand. 
A 
(ii) ConsidCrons toujours le m&me point z dans dom( f ), et conservons 
la construction faite en (i) conduisant a un entier n, tel que, pour n 3 no: 
fn 3 suPi=I,....ZJa, sur I’ensemble {X 1 1: x - z 11 > p’}. En particulier on aura 
fn 3 A pour II x - z II b P’. 
Nous allons maintenant chercher a minorer les fonctionnelles fn , pour n 
assez grand, sur l’ensemble {X ( 11 x - z 11 < p’}. 
Notons C = dom( f) n B(z, p’); c’est un convexe compact d’inttrieur non 
vide (Z E c). Notons p la jauge du convexe C - a, p est sous lirkaire et 
continue et C - z = {x /p(x) < l}. Comme C - x est contenu dans 
B(0, p’), on a: pour tout u tel que [I u [I = 1, p(u) > I/p’ > 0. Pour tout u tel 
que Ii u 11 = 1, le point z + u/p(u) est le point unique de I’intersection de la 
frontiere de C avec D,+(U), oh OZ+(u) = {a + hu 1 X > O}. 
Prenons [, 1 > E > 0, et considerons les ensembles: 
Et = (x I PW - 6) (x - 41 < 11 
I~={~lP[(l+5)(x-~)1~1} 
s, = {x I PW - 5) (x - 41 = 11. 
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Prenons alors t’, 0 < [’ < 6; pour tout point a dans S,, , on af(u) > A car 
a n’appartient pas a C. Done il existe n, tel que: Vn 3 n,: fn 3 2, sur C, 
(done fn > A sur C,). Les C, n S, constituent un recouvrement ouvert du 
compact S,; on peut done en extraire un sous recouvrement fini, pour 
a = a, ,..., up. . On en deduit que pour n 3 n, = sup(n, , n,,), fn(x) 3 A 
pour tout x tel que p[(l - 0 (X - z)] > 1. D’autre part, comme I, est un 
compact inclus dans dom( f ), fn converge uniformement vers f sur I, . D’oti: 
3% > Vn 2 a2 , vx E I,$: f (x) - E <f&) <f (6%) + E. 
Pour n > tia = sup(n, , n,), on a done: f,, > rl a l’exterieur de S, 
f-c<fn<f-tE sur I, . 




Si x = x + (l/h) u/p(u) avec 1 - t < A < 1 + 5, notons X le point 






X=r+Tx+ l-rTq z, 0<1+5<1. 
D’ou: 
Vn 3 n3 : f&C) < r:Tf.(x) + (1 - &ii) f&) 
soit: 
f&) 3 L+;f,(r) - p+” - 1) f&) 
et, comme: fn(x) >, f(y) - E et -f&z) > -f(z) - E; on en deduit: 
f&4 3 (1 - ;:<j f(Z) - 2E G , 
On veut avoir: 
&f(x) + 243 < 17 
pour cela choisissons d’abord E tel que: 2~( 1 + Q/(1 - 4) < 77/2, soit 
E < 7/12; et prenons ensuite 4 tel que: (25/l - 0 f (2) < 7/2 et 5 < 4, 
wit 5 < (+Wf(z) + 42) et 5 < 4. 
Fin de la demonstration de la Proposition 4.12. 
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On dkduit maintenant facilement le Theo&me 4.7 de cette proposition, 
en procedant de maniere analogue a celle que nous avons utilisee pour passer 
du Lemme 4.4 a la Proposition 4.3. 
Remarque 4.13. Montrons par un exemple que nous n’avons pas 
F rr, > z sur F,([w). Considerons les fonctionnelles: 
fc4 = 1;” 
pour X<O 
pour x>o 
f&) = [I;,, + 1) 2 
pour X<O 
pour x>o 
fn converge ponctuellement vers f dans r,([w); done fn converge vers f pour 
’ . D’oh fn* 
r”l;b), car: 
converge vers f * pour Yrtr; mais f%*(O) ne tend pas vers 
f *(0) = -inff = 0, fn*(0) = -inff, = +co. 
Remarque 4.14. On peut en fait montrer que: FS 3 9&-j sur r,(W). 
On peut aussi montrer que FS = Fc sur F,,,(W). 
Recapitulons les resultats obtenus. 
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